rnold KAUFMANN  JaimeGILALUJA -
or del Instituto Catedratico de la Universidad
e Grenoble de Barcelona

"~ MODELOS

'PARA LA

INVESTIGACION

DE EFECTOS

OLVIDADOS

EDITORIAL MILLADOIRO




MODELOS PARA LA INVESTIGACION
DE EFECTOS OLVIDADOS

Arnold KAUFMANN
Ex-profesor del Instituto
Politécnico de Grenoble

/

Jaume GIL ALUJA
Catedrético de la Universidad
de Barcelona



© ARNOLD KAUFMANN-JAIME GIL ALUJA
© EDITORIAL MILLADOIRO
Imprime: PUGALSA, S.A.
Gandarifa, 124 - Tel.: 27 2} 21
Vigo - 1988
1. 8. B. N.: 84-404-3657-2
Dep. Leg.: VG, 303/88



INDICE

PARTE I ELEMENTOS TEORICOS ......ccccooocoeviniiiincine, 5
CONSIDERACIONES INICIALES.......ccocooiiniiinieenerceneeciceenen 7

MODELOS QUE UTILIZAN EL CONCEPTO DE INCIDENCIA

1o INtrOdUCCION ..ottt e e 13
2.- Incidencias de Primer OFdeN ...c..ceeuveereerieniei et e 14
3.- Incidencias de segundo orden y SUPETIOIES ......ccocvereverrerreeerrecirisreneneneas 19
4.- Utilizacién de matrices DOITOSAS .......cererrrivecnrerinnirieiinienenree e e 25
5.- Un ejemplo de investigacién de efectos olvidadbs con ayuda
de matrices de INCIAENCIA. .....oivicvveriiiiiiici e e 31
6.- Otro ejemplo con mMatriz reCtanguIar .....co.coveveveecennrereercere e reerieenens 40
7.- Empleo de matrices @ BOrrosas. .......ccevvvierirerrerieniercneninensscereesieneansenens 45
8.- Utilizacién de tripletas de confianza.........c.coeeveneininecincenennenc e 51
9.- Utilizacién de matrices aleatorias borrosas ..........cccevevvenieiemninincccninnias 53
10.- Utilizacion de €XPErtONES ......ocerveierrerrereerimruereenursrisreereesresrorseenesseessesrenes 61
11.- Las causas que actian de intermediarias de los efectos olvidados .......... 74
12.- Diversas propiedades de las matrices borrosas reflexivas .......ccoceeeeeenn. 96

13.- Otros procedimientos para los efectos olvidados .........coeccvvrenevevnnniinnes 99



PARTE I APLICACIONES A PROBLEMAS DE GESTION..... 103

OPERATIVIDAD DE LOS MODELOS EN EN LOS FENOMENOS
SOCIALES :

14.- Los efectos olvidados en el 4mbito politiCo ..........ccuvmereenviriririrsrisisininnns 105
15.- Los efectos olvidados en el &mbito financiero..........cuueeereererrecrvenereecrenenes 127
16.- Los efectos olvidados en la determinacién de la imagen comercial

dE 12 BIMPIESA. c.veveeeeriritirrrreeritetiene it srrsaessnessssssnsnasesreestostessesecssesassrnans 152
17.- La recuperacion de efectos olvidados en la determinacién

de 0bjetivos €N 12 EMPIESA.....ccccecerirrirerrirersenreerserereessssassssssesseestssesecencsnesin 191

CONSIDERACIONES FINALES



Figura 11.3

Para encontrar el camino de a, hasta b;, que de lugar el maxmin se utiliza la
composicién maxmin buscando el camino mds importante de a, a b;, luego a b,
después a b; y finalmente a b,. En b, se compara:

0.7A 0.7 =07
(11.5) 1A0=0
1A 09=09
03 A 0.6 =023

Se retiene para b, el maxmin 0.9
Se continia para by:

07N 1=07
(11.6) 1N03=03

1N02=02

03A07=03
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Se retiene para b, el maxmin 0.7
Se continua para bs:

07N 02=02
(11.7) I1N04=04

1N0=0

03AN0=0

Se retiene 0.4 para b,
Ahora se continua el cilculo de by, b, b hasta b;:

09N 1=09 ¢
(11.8) 07N 07=07
04A0=0

Rehaciendo el camino hacia atrds se encuentra el camino 6ptimo que es
a,— a; > b, > b esdecir]l A09IA 1=09

De hecho hemos utilizado el conocido procedimiento de la programacién di-
namica, en donde se toma para cada etapa el maximo de los minimos.

Se puede observar que el procedimiento utilizado es susceptible de extensién
a las incidencias de orden 3, orden 4, etc...

Veamos, siempre en base al mismo ejemplo, el efecto olvidado a, sobre by
en donde se ha obtenido un efecto olvidado de 0.7 segiin puede comprobarse en
(6.18).
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Figura 11.4

El camino obtenido en la figura 11.4 proporciona un efecto total
(11.9) 1 A1TA09=09
para:
(11.10) a, > a —> b, o b;

Hay que tener en cuenta el efecto de a, sobre b, y de b, sobre b,.

Resulta evidente que en otros casos se van a encontrar varios caminos a con-
siderar un lugar de uno sélo como en el supuesto que acabamos de ver.

Todo lo que hemos visto hasta'ahora presentado mediante grafos puede ex-
ponerse con matrices. Si se toma, por ejemplo, la figura 11.4 y utilizamos el cél-

culo matricial. \L
(11.11) by b, b
a7 1|2
a; az a3 a4 &l 0 3 4 b, b, b,
a, 1 6 2 0 |, =3q g1 4
a3 .9 2 0
T a 6 7 0 T
4
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a3

b, b, bs b, |.3
1 1] 4 o by |9 to.g

T by [ 1

Las flechas que se han marcado en (11.11) y (11.12) indican el camino ("o
los" en otros casos) que proporcionan la (o las) causa intermediaria.

Existen diversos métodos de cardcter combinatorio que pueden ser utiliza-
dos para encontrar los caminos cuando éstos son numerosos.

Pasemos ahora al supuesto en que las matrices son ¢ - borrosas. EI método
que se ha propuesto continua siendo el mismo pero como los intervalos de con-
fianza no forman en orden total sino parcial el problema se complica ligeramen-
te. La matriz de distancias (como la (7.30)) va a indicar los efectos olvidados;
cuando éstos son conocidos se seguird el camino hacia atrds, como se ha realizado
anteriormente. En efecto, si volvemos a considerar de (7.25) hasta (7.29) y se
busca el camino para el efecto olvidado (as, by), se tendra:

(1L12) 4

(11.13) l
L ~ b b, b,
a, | [.2,.5] 0 (.8, 1]
a a a a
! 2 S = 4, | [4,.5] K 1
[2,.51] 1 1] [.81]] o
ay 0 (3,91 | 10,.2]
a, 5 [.4, 6] 8
b, b, bs
= a, 5 (7, 9] I
T
(11.14) b
3
bl b2 b3 b 8
1 .
a, 5 [.7,.9] 1 by 41| =1
T b, 1 —
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Las flechas indican el camino.

(11.15) a3 — a, > by > by

En este caso el camino no hace intervenir intervalo de confianza alguno.
Cuando no sucede asi se buscard el camino para los extremos inferiores y el ca-
mino para los extremos superiores y se sacardn las oportunas consecuencias. Vea-
mos, por ejemplo el efecto olvidado (a,, b,) para el que en (7.30) se obtuvo 0.75.

Para los extremos inferiores se calcula:

(11.16)

\L \L ~ b, b, b
a
a, a, 2 2 1].2 0 8 | e
a,| .4 . 1
a, | 1 0 8| 1 1. 2 !
a; | O 3 0
a, 5 4 1.8
T
by b, by
=4, 5 41 .8
T
(1117
b;
b, b b b, |2
a, 5 4 .8 ° b2 1 =0.6
T by |6 f_
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Las flechas indican los caminos (dado que en este caso son dos)

(11.18) a— a—>by—ob,
a
para los extremos inferiores.

(11.19) . ~ b b b
a|.5 0 1
a, a, a, a,
al.5 T 1
a, 1 3 1 1 °
s 0 .9 2 —
ol |6 ]38
I 7
by, b, by
=a S1.9 1
(11.20)
l b
b, b, b b, |.3

a | 5| .9] 1] « bt

Il
o
O

Las flechas indican un camino distinto:
(11.21) a, > a—ob,ob,

No debe extrafiar que se hayan obtenido caminos diferentes para el extremo
inferior y para el extremo superior, ya que en este caso las relaciones de causa a
efecto son borrosas. La mayor causa que actia de intermediaria viene dada por
los extremos superiores que proporcionan 0.9, una causa con menor efecto viene
dada por los extremos inferiores.

La situacién se complica cuando existen varios caminos para los extremos
inferiores y/o superiores; en este caso nos limitariamos a los caminos por los ex-
tremos superiores. Una variante vendria dada con la realizacién de los cdlculos
de los caminos a partir de las medias de los intervalos de confianza tomadas de
las matrices ®- borrosas -4, ‘m, i

Para las tripletas de confianza, podemos tomar como modelo lo que se ha
propuesto para los intervalos de confianza, con la realizacién en esta ocasién de
tres cdlculos: extremos inferiores, valores del méximo de presuncién y extremos
superiores. 83
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Pasemos ahora al supuesto de matrices o relaciones aleatorias borrosas, que
ya hemos considerado en el epigrafe 9. Se parte del conocimiento de las leyes de

probabilidad y las leyes acumuladas complementarias.

(11.22) bis
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(11.24) bis
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En primer lugar se procede a la obtencién de:

(11.24)

|al
=
<

=

Mediante la utilizacién de TN, * nivel a nivel se calcula:



Nivell 1

A,
(11.25) :
~ a; A A3 ay
a, 11110 0
Mm*= 2 (012 ]0
' a o211
a 15]0])0 1
~ b Db b
Q13 (.1 1
_ 1.3 |.1 1
as 3 2 1.7
a3 127
Nivell 0.9
(11.26) ~ d; a3 a4
. Ail1l1]lol]o
M o9=a o |1 (5 |0
B o2 |1 1
a4 1510 1|0 1
4 b b, b
ala 311
21413 1
a4 1.3 1.7
aui4d4 |3 1.7
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M,
~ b b b
a3 (0 (0|4
|0 |01
ato |.1 [0
21017
~ b b, by
2110{0] .4
Q1O [2]1
3101110
aul2]10]7

B,
”~ b b b
bl1(5]0
b, |0 ] 1].3
b, 31111
~ b b b
b, 1 |51 0
b, | 0 11.3
bs 4 1.3 1




Nivell 0.8

11.27)
~ a a; a3 a
ail1l1flolo

*

M os= 2| 0f1].6].
alofl2]1]1
ale]l]0ofof1

b, b, b,
Q@15 |6 1
Q15 |6 |1
a |5 (.6 |.7
a |.5 6 |.7
Nivell 0.7

(11.28)
~ g a A
QB 1111 1]0].3

(m»*o.7= QLo |1 (7 11
a o3 ]1 (|1
{6 1010 1

» b b, b
a 15 1811
als .8 1
(.5 1.8 (.7
a, |5 |7 |7

a
a3

a4y

a4z

a3

bl b2 b3
01017

0]5]1

0410
3|17

b b, b
11019
0 [.8]1

0810
3127

bl b2 b3
11510
0j11]3
5|61
b, b, b
11710
0114
5181
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Nivell 0.6

(11.29)

Nivell 0.5

(11.30)

* —
M *os =

2

88

7 a, a, a3 a
1 ]1fals
Liol1(.8 11
a 1216 |1 1
au | 710710 1

~ b by b
a 1.5 1 1
= 1.5 1 {1
a3 | .5 1.8
a 1.5 8 1.8

ﬁ al 32 a3 a4
al1]11]12 1.5
B o1 ]9 (.2
a |2 |16 |1 1
a, (.8 10 |0 1

~» b b, by
Qe 1111
— Li6 {1 |1
az (.6 1 (.8
a, [6 |.8 |8

~ b by by
al3[01.9
210111
a310(11(0
au|4 1518
4 b b, by
‘14101
211|111
a3 |0 1 0
a4 .8].8

b,

bs

b b b
11710
0116
5181
b, by b
1810
0[1].6
6181




Nivel 0.4 & o a2, a, a ~ b b, b

7~ b, b, b
Ql1t1]s ] al18lo]1 YRR
m*0.4= aq a, 2 1 1
: ol1]1].4], . b, 0TS
Q12181111 a3010b3181
(11.31D) Q8101011 B9 (111
» b, b, b
a1 1 1
= 94t 1 1111
3|1 1 1
a1 1 1

Al calcular T, *,, se comprobard que estard formada de 1; y lo mismo suce-
dera para o = 0.2, 0.1 y 0. Recordemos, tnicamente, To3, Moz y Mo

Nivel 0.3 ~ b b, b
4 1810f1
(1132) Tgs= 2131111
: a | .2 110
a9 ]1 1
Nivel 0.2 » b b, b,
411]lol1
(1133)  TMo,= 2| Lf1]1
. - 313 1 0
a 1.9 1 1
Nivel 0.1 ~ b b, by
ail1]lol
a
1134)  Mos= azi i (1)
3
19 1 1

M, , estd formada, evidentemente, de 1. 89
<



Habida cuenta que la diferencia entre dos subconjuntos aleatorios borrosos
no proporciona siempre un subconjunto aleatorio borroso (como consecuencia
de la monotonia) se va a obtener la esperanza matemdtica de Tl * y la de TN.. Pa-
ra ello utilizaremos un método muy simple. ) '

Este método se basa en la propiedad siguiente. Sea f(x) la densidad de pro-
babilidad de X y F(x) la ley acumulada complementaria correspondiente. Se ten-
dra:

1 I 1
(11.35) F(x) dx =|:x . F(x£| + x. f(x) dx
x=0 x=0 x=0

on f(x) = - —
dx

1
= k=0 x.f(x) dx (esperanza matematica)

Yaque xFx)=0, para x=0 y xF(x)=0 paraax=1 (N

Si se consideran las particiones discretas por el sistema endecadario se tiene:

F(1) = pr (1)

F(0.9) = pr (1) + pr (0.9)

F(0.8) = pr (1) + pr (0.9) + pr (0.8)
(11.36) oo

F(0.2) = pr (1) + pr (0.9) + pr (0.8) + ... + pr (0.2)
F(0.1) = pr (1) + pr (0.9) + pr (0.8) + ... + pr (0.2) + pr (0.1)

No se hace intervenir F(0) que siempre es igual a 1
Si se obtiene la suma de ambos miembros de (11.36) se tiene:

F(1) + F(0.9) + F(0.8) + ... + F(0.2) + F(0.1)
(11.37) =10pr(1)+9pr(0.9)+8pr(0.8)+ ... + 2 pr (0.2) + pr (0.1)

(1) En la continuidad y en [0,1] la ley acumulada complementaria resulta F(1) =0 ya que la ley acumulada @(x) = 1 - F(x) ¢s
igual a | para x=1
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Se dividen los dos miembros de (11.37) por 10 y resulta:

(11.38) pr(1)+0.9pr(0.9)+0.8 pr(0.8) + ...... + 0.1 pr (0.1)
1
=0 (F(1) + F(0.9) + F(0.8) + ... + F(0.2) + F(0.1)) (1

Bastaré pues, para calcular la esperanza matemadtica, operar con el segundo
miembro de (11.38).

Resulta, por ejemplo, para el par (a;,b;) de (11.25) y siguientes:

1
(11.39) am.(al,bl)T (3+4+5+5+5+6+1+1+1+1)
=0.68

Operando de esta manera para todos los pares de TIL* y de Tll, se obtendra:

~ b b, by ~ b b, by

2 068 | 078 1 Al 44 0 83

(140 a [ o8 | 078 | 1 ol 26 | 75 | 1
e(TL*) = g(M) =

(114n a; | 068 | 0.79 | 0.84 ~ag |15 | 74 | o

a, [ 068 |074 | 084 a, | 54 | 56 | 84

Ahora, dado que ya no se precisa respetar la monotonia se realiza la sustra-
cién:
~ b b, bs

Al 24 17

(11.42) g(M*-g(M) = 2| 42 | 03 0
0

a3 @ .05

ay .14 18

Los pares que marcan la aparicién de efectos olvidados son (a3, bs) y (a,, by).

(1) Evidentemente:
pr (1) + pr (0.9) + pr (0.8) + ...+ pr (0.2) + pr (0.1) + pr (0) = 1
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Vamos a buscar el efecto (o los efectos) que actia de intermediario, para el
par (a;,b;) considerando los distintos niveles.

\L /’bl b, b,

Nivel 1.

4 a; a; q 4o 0 1.4 b o
010 [1 1{ 0
11.43 & -
( ) a3| 0 2 1 11 o a0 |.1 0 ° b, 3 =0.7
5 a2 07 bs]1 | ¢
Las flechas indican el camino T a;— a;— b;—ob,
J b, b, b
Nivel 0.9 A2 b
a, a, a; a, a, |0[0][.4 3
0211 b |0
1144y a3| 0 [ 2] 1]1 L -
( ) 3 o a3 O .1 0 o b2 .3 —0,7
o oa 2|07 byl ] ¢
T
B33, > by by
b, b, b
Nivel 0.8 Voos b b
a, a, a; a, a, 10 10 1.7 bs
b
210 1511 1 0
(11.45) al 0| .2 1 1{ o 30 |4 0 ° b, 3 = 0.7
Erd ay 3 1 .7 b3 1 —
T
a3—>a,—> b;— b,
Nivel 0.7 Lo~ bbb
a, a, a3 3, ald [0 19 bs
10 [8]1 bl o
(11.46) B0 ]311])1 ° a0 18 |0 ° byl4 =07
= al3|a]s by 1 |«
T
\L b b b a3 23,5 by > by
Nivel 0.6 ~A L2 .
a, a, a3 a4 a, 3 0 9 3
3|10 |11 11 blo
' a
Ara7) B 2[ 61 [1 ] 500 11 o ° b,|e | =08
| = 4 |5 |8 bsl1 ]
92 T
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Nivel 0.5 ~L ~» b by b
b
a, a, a; a, af4 1011 ’
a, LL 11 bijo
(11.48) a3 2|6 1|1 ]| o 2 b, g | =038
a, (0 1110 b
s a4 8|8 L
T a3, —>a,—> by — by
Nivel 0.4 ~L Pl b, b, bs
al 212 a3 a4 al '8 O 1 b b3
1.2
(1149) a3|2 (8- |11 ] o = L1 b[g | =
a, |0 | 110 b :
a9 |11 L
T a3—>a;—> by —> b,
Nivel03 | | | A b b b
a, a, a; a a; [.8 0 1 b by
—>a, |3 [ 111 1.3
a 2
(1150) B3 1] 1 1_3)a3 511 o 321 « =
Soa |9 |1 sLL <
a
T T a; > a3 > b, > by
ay b
Nivel 0.2 J, J, J, P b, b, bs ’
b.
al a2 a3 a4 al 1 0 1 b 2
—> a1 |1 1]1 1<
Q411111 2
arsy KON ru PR [ T P
Soa o |11 sLL
T T T a3 2> - b 5 b
a; b,
Ll ~bhbhb v
b
a, a, a; a a1 1011 b :
- 111 | €
(152 a8l 1] 11|77 211 b, [ 1 1
—> a1 [110 b2 1 &~ =
911 |1 3 —
— a; > a,— b, o b,
T T T as bz
En todos los niveles se encuentra a;— a, > b; > b;. (1) 3 bs

Este método resulta muy laborioso cuando los conjuntos comprenden un ele-
vado nimero de elementos. Aunque menos rigurosa (la operacién maxmin no es
lineal) puede resultar (til una variante que consiste en obtener la esperanza mate-
matica de A, T, y B directamente.

A

(1) En general se pueden encontrar daminos diferentes, segiin ¢l nivel que se considere; en este caso hay que tomar en cuenta
aquel (o aquellos) que hace referencia a los niveles més altos de o
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Las relaciones aleatorias borrosas (11.22), (11,23) y (11.24) son sustituidas
por su esperanza matemética (se "desacumulan” las relaciones aleatorias borrosas
y se obtienen las esperanzas matemdticas. Como normalmente cada experto pro-
porciona sus matrices borrosas basta con calcular las medias).

Una vez realizados los cdlculos resulta:

» a; ap a3 ay

a; 1 1 0.36 | 0.53

(11.53) gA)= &| 0 | 1 [077[037
' a, 021 | 0591 1 1
a, |075| o lo20] 1

~ b b b,
41044 O 0.83
41 0.26 | 0.75 1
a3 1 0.15 | 0.74 0
a4 054 { 0.56 | 0.84

(11.54) g(‘]l],) =

A b b, b

bl 1 | 077]025

1135 e@®)= b | o | 1 |063
" b, [ 068]072] 1

4 | 068 | 075 1
2 | 068 | 0.75 1
a3 | 0.68 | 0.74 | 0.84
a, {068 {072 | 0.84

(11.56) €(A)o €(TN) e (B)=
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(11.57)

a,|0.24 0.17

al042 | 0o | o

£(A) o e(‘ILL)o 8(%) - (M) =

a,|014 | 016 ©

Se obtienen los efectos olvidados (as,b;) y (a;,b,) seguidos de (as;b,). El re-
sultado es el mismo que el obtenido en (11.42) en relacién con el orden pero con
valores ligeramente distintos dado que se ha seguido un proceso diferente.

Cuando nos encontramos con matrices de tamafo elevado habida cuenta que
la precision no resulta extremadamente importante, resulta aconsejable este tlti-
mo procedimiento que utiliza las esperanzas matematicas directamente, como se
ha realizado en (11.53) a (11.57).

El estudio de las causas que actian como intermediarias en el supuesto de
valuaciones por intervalos de confianza o la utilizacion de expertones se realiza
de manera similar dado que el método sigue siendo el mismo. Se separan todas
las matrices 9.3, ‘D.],, ﬁ, en dos, las de los extremos inferiores, 73‘\/*’% *,%* y las
de los extremos superiores AA*, T *, B* y, para los dos grupos de matrices se
opera de la misma manera que de {11.43) a (11.52); también se puede operar con
las esperanzas matemadticas de los expertones y se estudian los caminos de los
efectos olvidados. Es posible también utilizar diversas variantes.

Sea cual fuere el tipo de valuacién utilizado el supuesto de matrices cuadra-
das R c E x E es evidentemente mds sencillo ya que las operaciones de composi-
¢ién maxmin son menos NUMErosas.

Resulta sin embargo muy importante que la investigacion de los efectos olvi-
dados se realice en didlogo hombre miquina ya que se trata, de hecho, de una es-
pecie de sistema experto.
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12.- Diversas propiedades de las matrices borrosas reflexivas

Vamos a poner de manifiesto tres teoremas sencillos

Teorema 12-1

Sea ‘Tll. una matriz borrosa reflexiva,es decir, tal que:
(12.1) Vx€E: Wa, x,x)=1

en este caso ‘I'\T‘l.2 es también una matriz borrosa reflexiva, es decir:
(12.2) VxEE: W2 x,x)=1

Demostracién:
Se tiene, por definicién

Vx,y,2€ E:
(123)  Umem G2 =V (Up ) A Uy, (y2))
si z = X, resulta:
(12.4) Waoqm (%) = \y/ ( K YA W, (v:%))

De entre todos los (x,y) existe por lo menos uno para el cual W q (x,y) =1
que es Wq (x,x)es decir cuandoy =x, y ~

(12.5) Wanom (x,X) = ]J.?} (x,x) A W, xx)=1A 1=1

Por ello se puede decir que:

(12.6) (M, reflexiva) = (‘T'T\l‘.2 reflexiva)
y de manera mis general:

12.7) (‘Tll: reflexiva) —> (‘T&' reflexiva)

r=2,34...
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Teorema 12-11
Si ‘Ill, es una matriz borrosa reflexiva, se cumplird:

Vx,y€ E:
(128)  Wp2(y) 2 Ky (%)

es decir:
(1299 M*> M
Desmostracion:

En relacién con Ia férmula (12.3) se puede afirmar que el segundo miembro
contiene por lo menos dos términos iguales, si x#z:

(12.10) W ) A W (x2) = g (62) A Wy (2,2)
(12.11) =Wq (x2)

ya que:
(12.12) W (6x)=Wq (22) =1

Asi pues, W q2(x, z) es por lo menos igual alq (x, z) ya que como con-
secuencia de \y/ no puede ser més pequefio. Por el contrario, puede existir un
W (X, ¥) A\ Waq (%, 2) que sea mayor que My, (X, ), por lo que:

(12.13) Vxy € E: Ln206y) 2 Wy (Xy)

es decir:

1214y  M?>

=]

y de manera més general:

(12.15) M M, r=1,234, ...
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Teorema 12-111 (1)

Sean A y B dos matrices borrosas reflexivas; si se hace:

mxm nxn
(12.16) M*=Ac Mo B
mxn mXm mxn DXn

se tendrd que:

(12.17) m* > M

~ ~
mxn mxn
Demostracion:

Supontagmos que A" es una matriz unidad (es decir formada de 1 en la dia-
gonal y el resto de 0). §¢'podré escribir:

(12.18) AoM =M

mxm mxn mXn
pero:
(12.19) A> A

mxm mxm

en donde:

(12.20) A o> AT

mxm mr;’n mxm mxn
> T
mxn
Supongamos ahora que B' es también una matriz unidad
nxn
(12.21) (4 ° ‘m’)oB'=,§°o m
mxm mxn [’;\X’n mxm mf)?;l
pero como:
(12.22) B o B
nXn  mxn
se deduce que:
(12.23) (A oTM)eo B > (Ao M)oe B
mxm m¥n bey mxm mxn nxn
> (Ao )
mxm mxn

(1) La propiedad de este leorema ha quedado demostrada en el epigrafe 6, pero la hemos recogido aqui con objeto de realizar
una demostracién més rigurosa.
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y teniendo en cuenta (12.20) se obtiene:

(12.24) (Ao M)oB >N

o
mxm mxn nxn mxn

Finalmente, dado que el operador o es asociativo:

(1225) Ao o B > N

m mxn nxn mxn

De manera més general:

érﬂ omoBHl D?va-r omoBr

~ ~
mxm mXn nXn mXny mxn nxn

Vamos a prescindir de los ejemplos numéricos en relacién con la utilizacién
de estos teoremas, por haber sido realizado en los epigrafes anteriores.

Estos tres teoremas se aplican por extensién, sin problema alguno, a las ma-
trices ®-borrosas, a las matrices aleatorias borrosas y a las matrices con experto-
nes; evidentemente respetando los elementos especificos contenidos en cada una
de estas extensiones.

13.- Otros procedimientos para los efectos olvidados

Si M, ,, es una matriz borrosa que proporciona las incidencias de E, sobre
mxn

E, y si M. 23 es una matriz borrosa que da las incidencias de E, sobre E;, puede
~

. mXp . . .
ser interesante conocer las incidencias de E,, sobre E; a través de las de E, sobre

E, y de E, sobre E,.
En este caso se calculara:

(13.D %és = qﬂ%ﬂlz ° 1]};23

Los efectos olvidados pueden ser obtenidos si se ha establecido a priori
T.",3 que proporciona la incidencias directas de Ej, sobre E;. No existe razén al-
guna para que ‘ILL '13 domine a ‘ITfl. 13 O reciprocamente. En este caso se encontra-
ran las desviaciones que pueden ser positivas, nulas o negativas. Cuando estas
desviaciones son demasiado importantes se buscan los efectos que actian de inter-
mediarios y se modifican eventualmente las incidencias
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Veamos un ejemplo:
Se establece una matriz de incidencias de A sobre C, como la siguiente:

~» C C; €3 G4

(13.2) a; | .2 6
mAc = a|.5 2 2

a; | 4 1

Luego, a través de otro estudio se establece la matriz de incidencia de A so-
bre B y de B sobre C:

4 b b, b b, by

(13.3) a, | .7 8 0 4 1
Ma= a| 1 1 |2 0] .3
Blo lafo]als
~ C Gy Cy Cy
bit3 (2 |4 |1
blo [3 |5 1].9
(139 Mpc= b |8 |4 |5 |0
by] 0 |3 |6 |9
bs |8 |8 | 1 |1

De ahi se obtiene:

(13.5) a;| .8 .8 1 1
(ILLAB°(ITLBC= al.3 3 .5 1
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Se calculan las desviaciones:

- G C,y Cy C4
a | -06}) 02 -04 0
Moac-Meapo Mpe= 2 | 02 -01] 0 | -08 |«
a3 |1 -0.1 0.3 0.4 -04

7

Como se puede observar, la desviacién més importante viene dada por
(ay,b,), veamos porque se produce en la figura 13.1;

(13.6)

Figura 13.1

Se comprueba facilmente que hubiera sido necesario tener en cuenta los
efectos que actilan de intermediarios (a,, by, ¢4) ¥ (az,bs, ¢4).

Se podria estudiar, de la misma manera, la desviacién encontrada en (a;,c,).

Pasemos ahora a ver otro caso que puede presentarse.

Se detennina una matriz de incidencia de A sobre A (por lo tanto una ma-
triz cuadrada reflexiva) y despies una matriz de incidencia rectangular de A so-
bre B, que escribiremos ,1 y ‘ILL ap- Deberd calcularse:

(13.7) M'ap =A e Moan
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En virtud de lo demostrado en el epigrafe anterior se puede escribir:
(138)  Map> Moan

y se procede a calcular: I, 'sp - T, ap que puede proporcionar los efectos olvida-
dos

De la misma manera si se tiene B sobre B y -4 sobre B, se calculara:
(13.9) ‘ILL”AB:‘ILLAB °§
y luego ‘ILL"AB - ‘ILLAB que puede dar los efectos olvidados.

La asociacién de estos dos efectos proporciona la relacién:
(13.10) M"as=7A4 0 MaseB
ya utilizada en pdginas anteriores.

No terminan aqui las posibilidades, sino que a partir de cuanto se ha visto se
abren amplios caminos para la elaboracién de nuevos procesos.
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